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1 Model A valdsag egy ésszerii leirdasa. A modell valtozéi kdzott
megerdsitett Osszefiiggések allnak fenn, ezeket egzakt vagy kozelité
médszerekkel lehet meghatarozni.

A fizika eszkdztaraban a modellek az épitémester szerszamainak,

eszkdzeinek szerepét jatszak.
Az el6adas targya: algebrai eszkdzok bemutatasa és alkalmazasa a
reaktorfizika teriiletén. Vazlat:

Periédikus struktirak vizsgalata
Aperiédikus struktarak vizsgalata
Néhany algebrai alapfogalom
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2 Periodikus struktarak

A probléma:
Ad(x) =0;xe V (1)

A lineéris operator. Legyen P:
PA = AP; (2)
A a megoldandé egyenlet) és a peremen:
Bd(x) =0;PB=BP xc0V. (3)

Ha van ilyen P, akkor az a vizsgalt feladat szimmetriaja.
(A,B, V): egy peremérték-feladat.

Ha P1 A = AP; és Pr. A = AP, akkor (P1P2)A = A(P1P7). Ez
definial egy miveletet (szorzas), a lehetséges szimmetridk csoport
nevi struktirat alkotnak.
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3 Csoport tulajdonsagok G véges csoport, elemei g1, o, ..., gn-

G-nek van egységeleme, amit e-vel jeldliink: ge = eg = g.

1

minden g € G elemnek van inverze, jele g7 amire

ggl=gg=¢e
G felbonthaté kozos elemet nem tartalmazé konjugalt

osztalyokra. Az a € G elemhez tartozé konjugalt osztaly a
gag ! elemekbsl all.

G abrazolhaté N matrixszal. A matrix spurjat karakternek
nevezik. Egy osztaly matrixainak spirja azonos.

A karakterek négyzetalakii matrixba rendezhetGek. Az
oszlopok a konjugilt osztilyokat mutatjak, a sorok az
irreducibilis altereket.

A karaktertabla i-ik soranak j-ik eleme megadja az i-ik
altérhez tartozé j altér matrixainak karakterét (spurjat).
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4 Csoporthatas fiiggvényen — koordinatatranszformacié f(x)
fliggvény egy P operator alatt transzformalédik:

Pf(x) = f(Oflx) (4)

Itt O: P operator hatasa az x helykoordina tikra. Ezzel a
szimmetriakat izomorfiaba hoztuk a koordinata transzformaciékat
leiré méatrixokkal. Ez adja az alabbi definicidkat:

m A P operator a V térfogat szimmetridja, ha P a V térfogatot
dnmagaba képezi le.

m Orbitnak nevezziik egy adott x pont transzformacidival kapott
x; pontok halmazat.

m V/G-vel jeldljiik az orbitok halmazat, ami egy ekvivalencia
relaciét definial V pontjai kdzdtt: az x és y pontok
ekvivalensek, ha a G csoport azonos orbitjanak elemei.
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m Legyen az Oy, 0s,. .., O, matrixok halmaza zart a
matrixszorzas miveletére nézve. A O1, 05, ..., O, matrixok a
G csoport egy reprezentaci6jat adjak, ha a G csoport elemei
elGallithatéak az O matrixok segitségével az alabbi médon:
0,0;0;*.

m Egy reprezentaciét (abrazolast) reducibilisnek neveziink, ha

minden O; matrix eléallithaté

Ai B
O"‘( 0 c,-)

alakban. Ellenkezé esetben az abrazolas irreducibilis.

m Minden csoporthoz hozzarendelhets egy karaktertabla, ami
négyzet alakd, sorainak és oszlopainak szdma n, ami a csoport
konjugalt elemosztalyainak szama.

m A karaktertabla segitségével kivetithats egy adott vektorbdl
annak minden irreducibilis komponense.

A
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6 Numerikus médszerek

A feladat:
AD(r) = Ad(r) re V; BO(r)=0; redV (5)
Iteracié:
APy = AOy(r) re V + perem k=0,1,2,... (6)

Megoldas: &, = ch Vi, j=1,2,...nc és ha
(Wi Vi) =0, ha ji1 # jo, akkor az iteracié minden altérben
kiilon konvergal (PARHUZAMOSITAS!).
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7 A szervezés

A keresett ®(x) fliggvényt felbontjuk irreducibilis
komponensekre a karaktertabla segitségével.

Egy adott iteracids |épést végrehajtunk minden irreducibilis
altéren.

m A kapott fiiggvényekbdl elallitjuk ®(x)-t, kiszamoljuk az
eltérést az el6z6 lépés eredményétdl.

Meghatarozzuk az egyéb paramétereket (kefr).

Ellendrizziik az iteracié konvergenciajat.
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8 Atomreaktor zénaja A "removal" operator (széras+ elnyelés):
A=%(x,E) —/ dE’/ dUY(x; E,Q — E,Q)x (7)
0 47

A hasadas és a kifolyas, bel6lik a neutronmérleg:

_@ o /V X ! /*
F=XE /0 dE'vT 4 ,E)/Mdﬂ (8)
L =QVx (9)
[c A i]—"} (%, E, Q) =0, (10)

A k allandot Ggy kell megvalasztani, hogy legyen nem azonosan
nulla megoldas. A (10) egyenlet megoldasa:

fB(Xv E7Q) = eiBXUB(X7 E, Q) (11)

Bloch-fiiggvény: teljes ortonormalt rendszert alkotnak. Fejtsiik ki
Y(x, E, Q)-t:
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Y(x, E, Q) = / Was(B)e™®*Up(x, E, Q)dB+

(12)

W, (B)eB*Ug(x, E, Q)dB,
Rtr

Itt az R, halmaz valés B vektorokat, a R;, halmaz complex B
vektorokat tartalmaz. ¥(x, E, Q) felbonthaté két
energiatartomanyra:

P(x, E,Q) = hH(x)Uo(x,E, Q) ha0 < E<E” (13)

P(x, E, Q) = A(x)Up(x, E,R) ha E* <E < +oc0. (14)
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10

Bevezetjiik a két energiatartomany makrofluxusat:
QSS\}I)(X) = Clas(z)as(x) + Cltr¢tr(X) 0<EL E* (]_5)

¢$\31)(X) = C2as¢as(x) + C2tr¢tr(x) E* < E < +oc0. (16)

A makrofluxusok kielégitik a kétcsoport-diffazié egyenletet:

9260
>- -0y L Ea) = B o

0x;? k
a2¢(2) X
—Dzjaxj’z()+2a2¢ () = Tisoe)(x).

D, Y, linearis Uy, Ui-ben és normalva van Uy, U kifejezéseivel.
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11 Periodikus struktiarak

Vizsgaljuk meg a AP(x) = 0 homogén egyenletet (ahol A linearis
operator) egy V térfogatban! Amennyiben létezik olyan P
operator, amely felcserélhetd A-val, azaz PA = AP, a V térfogat
OV peremén elGirt BO(x) = 0 peremértékben szerepls B lineéris
operator is felcserélhets P-val: PA = AP, akkor a P operatort a
szébanforgé peremérték-feladat szimmetriajanak nevezziik.
(A, B, V) meghatéaroz egy peremérték-feladatot, a
peremérték-feladat szimmetriai csoportot alkotnak, a
csoportmiivelet az egymas utan torténé alkalmazas. A csoportot
G-vel fogjuk jeldlni. A csoport tulajdonsagait ki fogjuk hasznalni a
peremérték-feladat vizsgalata soran.
Az

Af(x) =0 (17)

linearis egyenlet megoldasa egy periédikus struktiraban kifejezhetd
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12 Csoportelméleti eszkdzok

Megoldandé a kdvetkez6 homogén peremérték probléma:
A(p)¥(x) =0, xeV (19)
BV(x) =0, xeaV, (20)
ahol A és B linearis operatorok. A fenti probléma homogén.

Az A operatorban szerepl6 p paramétert agy kell

megvalasztani, hogy a homogén feladatnak legyen nemtrivialis
megoldasa.

Ha léteznek olyan P operatorok, amelyekre fennall
PA= AP és PB = BP valamint PV =V, (21)

akkor a P operatorok csoportot alkotnak.
A csoporthoz tartozd karaktertibla segitségével barmely
V(x),x € V fliggvény felbonthaté ortogonalis irreducibilis
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13 Aperiodikus struktarak

T. Sunada felvetette, hogy csoport elallitasara felhasznalt
eszkdzoket tagabban is lehet értelmezni: a csoport objektumok egy
halmaza, amelyek kdziil barmelyik kett6t dssze lehet kapcsolni egy
miivelettel. Egy objektum szimmetrikus, ha gy transzformalhato,
hogy kdzben az objektum nem valtozik. Robert Brooks harom
elembdl hozott létre egy hét elemii objektumot, jeldlje ezt G.
Legyenek G alkotéelemei v, 3 és ~, a csoport elemei pedig alljanak
a harom elem szorzataibél. A csoport elemeit azzal irjuk le, hogyan
hatnak az alabbi hét elemii halmazra: X =[1,2,...,7]. Jeldlje g
egy elemét G-nek és g hatasa G-re legyen G elemeinek egy
permutaciéja. G hatdsat az X halmazon egy graffal lehet leirni
(Cayley graf). C. Gordon és D. Webb javasolta a G csoport
lefrasara az alabbi "ragasztas" technikat:
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Az alapelem legyen egy poligon, annyi oldallal, ahany
alkotéelemet hasznalunk a G felépitéséhez (esetiinkben
harom). A poligon oldalait jeldljiik az alkotéelemeknek
megfeleléen «, B és ~-val.

A graf alljon annyi elembél, ahany eleme van az X halmaznak.
Két adott elemnek egy k&zds oldala lehet, a k6zds oldal
kizarélag a két érintkezé haromszdg azonos oldala lehet: «, 8
vagy v

Bels6 oldal: két haromszog kdzos oldala. Kiilsg oldal: nincs
haromszdg, amelynek lenne kézos oldala az adott hataron. Egy
haromszdgnek legfeljebb harom belss oldala lehet, az 1. abran
egyetlen ilyen van.
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7 haromszogbdl felépitett alakzat (Cayley-graf) Egy lehetséges
Cayley-grafot mutat az 1. abra. Az abra nevezetessége, hogy
vannak olyan 7 haromszogbdl allé rajzok (graf), amelyeken a
Laplace operator sajatértékei mind megegyeznek.
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16

7 haromszog Cayley-grafja (masodik valtozat)

1 7
/ V
7w 3 g D v 6 @ 1 v 2 8 4 « 6 v §
B B
4 3
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A Cayley-graf ismeretében a felsé abrahoz lehet rendelni egy
csoportot, némi munkaval meg lehet taldlni a projektorokat,
amelyekkel az ortogonalis komponenseket ki lehet vetiteni. Ezek
segitségével a numerikus médszerek hatékonyabba tehet&ek.
Kuriézum: lehet konstrualni olyan, egymassal nem ekvivalens
alakzatokat, amelyeken a

V20(x) = Ax (23)

egyenlet minden \ sajatértéke azonos.

A szabalyos racsok leirhat6ak a Bloch-fiiggvények segitségével egy
periodikus mikrofluxus és egy lassan valtozé makrofluxus
szorzataiként.
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18 Konvergencia gondok

Az alabbi problémaval Elmer Lewis (NW Univ.) keresett meg az
ANL-ban. Uj, hatékony zénaszamité kédot készitettek, a kéd a
kdvetkezd sémat kovette:

Felvettek a vizsgalt V térfogatban egy kezdeti eloszlast. Ebbél
indult az iteracié, melynek célja a Boltzmann-féle
transzportegyenlet numerikus megoldasa.

A megoldandé egyenlet:
[QV + o(r)] W(r, Q) = / dQoy(r, )+ S(r)  (24)

A megoldas: az Q valtozé szerinti paros és paratlan
komponenekre bontasat hasznaltak. A paros komponens
P(r,Q), a paratlan x(r, Q).
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19 lteracidra épiilé megoldas

Egy V térfogatban keresték az
Ad(x) =0 xeV (25)

egyenlet megoldasat adott peremértékek mellett. Itt A linearis
operator. A V térfogat OV hataran egy linearis peremfeltételt irtak
el a ® fluxus és a J aram segitségével. Az iteraciéban
felhasznaltak az alabbi mennyiségeket:

m Bejovd parcialis aram:

1
Jt = 2o +2]] (26)
m Kimeng parcialis aram:
1
J = 1 [® —2J] (27)

ahol ®-neutronfluxus; J-neutrondram normalis komponense.

Makai Mihaly
Modern Médszerek a Reaktorfizikaban



Legyen minden V; térfogatnak ng hatara. Ekkor V; minden hataran
az alabbi mennyiségeket kell meghatarozni:

J=(h, o dn i It = )T = ()
A fluxusok:

O = (Pg,...,P,).
A neutrongaz leirasara linearis modell szolgal, ezért
J=Ro (29)
vagy a parcialis aramok segitségével felirva:
I" =TI~ =(1+2R)(1-2R)7/". (30)

Ha létezik olyan M matrix, amelyre fennall MR = RM, akkor az M
e; sajatvektorai szerint kifejthetd a fluxus is és az aram is.
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21 Alkalmazott szimmetriak

Barmely A operator és barmely ¢ fiiggvény felbonthaté irreducibilis

komponensekre:
A=A so=) o, (31)

Ezzel (5) iteraci6 igy irhato fel:

(ZA,-) Zj:¢j = A ;cbj : (32)

Mivel az irreducibilis komponensek ortogonalisak:
(i CDJ') = 0jj; és (Ap; AJ) = 0jj. (33)

Legyen
A; =P;A; és ¢; = P;0. (34)
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22 Alkalmazott szimmetriak-2

(32)-bsl kdvetkezik:
> PPAD; =AY o). (35)
i.j j

Mivel PiP; = 0 ha i # j és P; = P;Pj, valamint (®;; ®;) = Jj;,
PiAd; = \O;, (36)
az iteracid soran
Aid; = N (37)

Ha valamely M indexre Ay = 0 az iteracié kezdetekor, akkor a dpy
tag nem fog csdkkenni az iteracié soran, az iteracié nem
konvergal.
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23 A numerikus megoldas f6bb lépései

Felvesziink egy fizikailag értelmes kezdeti eloszlast minden
Vi-ben.

Végigmegyiink a V-t alkoté V; térfogatokon. Bels§ hatarokon:
folytonossagbdl, kiilsé hatarokon: peremfeltételekbdl
meghatarozzuk a bejov6 dramokat V; hatarain. V; minden
hataran: aramokat, fluxusokat és beléliik (30) segitségével a
parcialis aramokat. A koz6s hataron az utoljara meghatarozott
mennyiségeket hasznaljuk.

Ha minden nédust sorra vettiink, szamoljuk V' térfogat
egészére vonatkozé kritikussagi paramétert, és meghatarozzuk,
mennyit valtozott.

A kovetkezd ciklusban mar az utolsé ciklusban kapott
aramokat, parcialis aramokat és a kritikussagi paramétert

hasznaljuk.
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24 Példa

Table: Irreducibilis komponensek négyzetben

vektor/fok | 0 1 2 3 4

el R ) (x* + y*), x%y?
e . (3y — xy?)

e | 2=y (x* —y*)

€4 U N % O3y Fy3X)
€5 X X3

€6 Xy2

er . x2y

es y y?
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Az algoritmusbdl vilagos, hogy a fluxuseloszlast V-ben linearis
kifejezések adjak meg. Az iteracié konvergenciaja akkor lassd, ha
vannak olyan linearisan fiiggetlen alterek a megoldas kifejtésében,
amelyek amplitudéja valamilyen okbdl nem csdkken.

A csoportelmélet lehetGséget ad a megoldas linearisan fiiggetlen
alterekre bontasara és azt is meg lehet vizsgalni, hogyan csokken az
iteracié soran az egyes alterek silya.

A vizsgalédasra a gyakran hasznalt polinomokkal torténd kozelitést
fogjuk hasznalni, a csoport pedig a V térfogat szimmetriaibol allo
véges csoport lesz. Figyelembe kell venni, hogy két alkalommal is
polinomialis kozelitést alkalmaz a kdzelit6 médszer: az i-ik
nédusban a fluxust Vi-ben polinommal kézelitjiik, és a 9V,
peremen is, ez utébbi altaldban alacsonyabb fokszamui polinomokat
hasznal, hiszen a térfogat belseje fontosabb, mint a pereme (sic!).
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